Pythagoräische Tripel und Reziprozität in galoisfeldern  by Burde, Klaus
JOURNAL OF NUMRW THEORY 12, 278-282 (1980) 
Pythagoraische Tripe1 und Reziprozitst in Galoisfeldern 
KLAUS BIJRDE 
Institut D ftir Math d. TV, Braunschweig, Pockelsstrasse 14,33 Braunschweig, West Germany 
Communicated by H. Zassenhaus 
Received November 16, 1978 
Em “pythagor8isches TripeI” a* + bs + ca = 0; a, 6, c E GF(pf = l(4) nennen 
wir “quadratisch,” wenn w in der Parametrisierung a = w(ua - 03, b = Zwuv, 
c = W(U* + v3); u, v, w E GF(pf) Quadrat in GF(p? ist. Die Elemente w, a + ib, 
b + ic, c f ia sind zugleich Quadrate bzw. Nichtquadrate in GF(p3. ZykIisch 
permutierte quadratische Tripe1 bleiben daher quadratisch. Sind p = a* + bg, 
q = cB + dS; a, c = l(2) ungerade rationale l%rmahlen, die quadratische Reste 
voneinander shrd, so sind die pythg. Tripe1 4 + bs -p = O(q) und ca + da - 
q E O(p) beide quadratisch bzw. nichtquadratisch. Weiter gelten dann die Rezi- 
prozitltsbeziehungen zwischen LegendresymboIen 
wobei p*la eine Basis des Quadrates p in Z. ist und qlla entsprechend erkkt ist. 
Unter einem “rationalen pythagorgischen Tripel” versteht man drei 
ganz-rationale Zahlen a, b, c, die 
aB+ba=c2;a,b,c~Z (1) 
erftilen. Diese Tripe1 werden bekanntlich-siehe etwa Dickson [2, Vol. II, 
Ch. IV] - durch 
a=W(U2-~2),b=2wuv,c=w(U2+~2); ,U,V,WEE (2) 
parametrisiert. 
Ganz Entsprechendes gilt, wenn man den Ring Z der ganz-rationalen 
Zahlen durch ein beliebiges Galoisfeld GF(p3; p # 2 ersetzt. 
SATZ 1. Die pythagortiischen Tripe1 eines Galoisfeldes 
a2 + ba = c2; a, b, c E GF(p3, P f  2 
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werden durch 
a = w(u2 - z?), b = 2wuu, c = w(u2 + u2); u, u, w E GF(p3 (3) 
parffmetrisiert. 
Beweis. Durch (3) sind offenbar stets (pythagorlische Tripe1 in GF(p9 
gegeben. Sei umgekehrt a, b, c ein solches Tripel. Wegen 
(c + u)(c - a) = c2 - a2 = b2 (4) 
sind c & a beides Quadrate bzw. Nichtquadrate in GF(p9. Wir kiinnen 
daher 
c + a = 2wu2, c - a = 2wv2; 
setzen, woraus (3) bei entsprechender Vorzeichenwahl fiir U, v folgt. 
Die in der Form tibereinstimmenden Parametrisienmgen (2), (3) f&en ftir 
Restklassenkorper Z, = GF(p); p # 2 direkt zu dem 
SATZ 2. Die pythagor&chen Tripe1 modulo p # 2 
a2 + b2 = c2; a,b,cEZ,,p f2 
sind genau die Bilder modulo p der rationalen pythagoriiischen Tripel. 
Von dem Parameter w  in (3) liegt nach (5) lediglich fest, ob es sich urn ein 
Quadrat in GF(p3 handelt oder nicht. Genau dann, wenn w  ein Quadrat ist 
-solche Tripe1 wollen wir “quadratisch” nennen-kann man diesen Faktor 
in (3) gleich 1 setzen bzw. weglassen. Wir definieren durch 
. ;o;sydrat m GF(p9, x E GF*tpf) (6) 
das “Legendresymbol tiber GF( pf).” 
Mit i bezeichnen wir eine primitive 4-te Einheitswurzel tiber GF(pf) und 
betrachten die beiden Falle i $ GF(p9-also f = 1 und p = 3(4)-und 
i E GF(p9-also pf = l(4)-getrennt. 
SATZ 3. Von den beiden pythagoriiischen Tripeln module p s 3(4) 
a2 + b2 = c2, b2 + a2 = c2; a, b, c~Z,,p = 3(4) 
ist genau eins quadratisch. 
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Beweis. Bei der Parametrisierung (3) gilt neben (4), (5) such 
(c + b)(c - b) = c2 - 62 = a2 
c + b = w(u + v)“. 
(4’) 
(5’) 
Mit (2/p) = - 1; p = 3(4) hat man daher 
woraus Satz 3 folgt. 
Im Fall i E GF(pf) konnen wir-durch Ubergang von c zu ic-zu “sym- 
metrischen pythagoraischen Tripeln” 
a2 + b2 + c2 = 0; a, b, c, i e GF( pf) (7) 
mit der Parametrisierung 
a = w(u2 - v2), b = 2wuv, c = iw(u2 + v2); u, 0, w, i E GJ’tp3 (8) 
iibergehen. 
SATZ 4. Fiir ein symmetrisches pythagoriiisches Tripe1 (7) mit der Para- 
metrisierung (8) gilt 
(LyL) = (y5) = (+&) = ($), (9) 
Die Eigenschaft eines solchen Tripe& quadratisch zu sein, ist &her invariant 
gegeniiber zyklischer Vertauchung von a, b, c und invariant gegentiber allen 
Permutationen von a, b, c genau fur (i/pf) = 1, d.h. pf = l(8). 
Beweis. Die Unabhangigkeit der Symbole in (9) von dem im “Zahler” 
gewahlten Vorzeichen ergibt sich fiir das erste Symbol aus 
(a + ib)(a - ib) = aa + ba = (ic)“, 
und entsprechend fiir die anderen Symbole. Die weitere Aussage des Satzes 
folgt dann aus 
a + ib = w(u2 - v2 + 2iuv) = w(u + iv)2, 
b + ic = w(2uv - 22 - v2) = w(iu - iv)2, 
c -J- ia = w(2iu2) = w((1 + i)u)“. 
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Nun seien p, 4 s l(4) rationale Primzahlen, die quadratische Reste vonein- 
ander sind 
undl 
(P/4) = (S/P) = 1; P, 4 = l(4) 
p = 75; T = a + ib E Z[i], a, c = 1 (2); 
q = xx; x = c + id E Z[iJ, 6. d = 0 (2); 
(10) 
(11) 
ihre Zerlegungen im GauDschen Zahlring. Dann sind 
a2 + b2 = p, c2 + d2 = q (12) 
-module q bzw. p betrachtet-pythagoriiische Tripe1 in Z, bzw. Z, . Die 
entsprechenden summetrischen Tripe1 
a2 + b2 + (ip1j2)” = 0, c2 + d2 + (iq112)” = 0; 
a, b, i, pllz Eh, ; c, d, i, q1j2 EZ, (12’) 
nennen wir die “durch p bzw. q induzierten pythagoraischen Tripe1 in Z, bzw. 
z ” 9’ 
Nach dem komplexen quadratischen Reziprozitlitsgesetz gilt-siehe hierzu 
etwa Burde [l]- 
(z$JL) = ($) = (+) = (zA$L), 
wobei die mittleren Symbole die komplexen quadratischen Restsymbole 
modulo x bzw. n sind. 
Aus (13) erhalt man mit Satz 4, genauer (9)-angewandt auf (12’)-zwei 
weitere Reziprozitatsformeln fur Legendresymbole. 
SATZ 5. Sind p = a2 + be, q = c2 + dz; a, c = 1(2)l ungerade rationale 
Prirnzahlen, die quadratische Reste voneinander sind, so gelten die Reziprozi- 
t&en2 
( b k p1J2 4 1 ( = d f @I2 . 1 P ’ a, 6, i, p112 E Z, , (141 
( 
i(a & p112) 
4 1 ( 




c, d, i, q1J2 E E, . (19 
1 Wegen (10) braucht man in (11) nur die angegebene schwache Normierung der Prim- 
faktoren. Fiir pf = l(8) wird such diese iiberfltissig. 
D Wegen 2i = (1 + i)” kann man (15) such in der Form (15’) (Z(a f  p1’2)/q) = 
(2(c i qz’z)/p) schreiben. 
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Fur pythagoriiische Tripe1 folgt aus (13) mit Satz 4 das “Reziprozitiits- 
gesetz”: 
SATZ 6. Sind p, q = l(4) rationale Primzahlen, die quadratische Reste 
voneinander sind, so sind die von ihnen induzierten pythagoriiischen Tripe1 in 
Z, bzw. Z, entweder beide quadratisch oder beide nicht-quadratisch. 
Satz 6 driickt eine recht partielle Reziprozitatseigenschaft pythagoraische 
Tripe1 aus, hinter der man eine allgemeinere ReziprozitZtsbeziehung zwischen 
pythagorlischen Tripeln in Galoisfeldern vermuten mijchte. Es ware nicht 
uninteressant, die Form einer solchen allgemeineren Beziehung und ins- 
besondere die zu ihr Bquivalenten Reziprozitgten zwischen quadratischen 
Resten aufzufinden. 
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